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O LICZBACH I WIELOMIANACH BERNOULLIEGO

Za tworcg liczb 1 wielomianow Bernouuliego uwaza si¢ powszechnie
Jakuba Bernoulliego (1654 - 1705). Do historii matematyki wpisat si¢ on jako jeden z o$miu
uczonych o tym samym nazwisku. Najwigksze zashugi Jakub Bernoulli potozyt w teorii
rachunku r6zniczkowego oraz rachunku prawdopodobienstwa.

Badajac sumy postaci:

1™2™+3™+  +n™ n,meN.
wyznaczyt liczby, ktére dzi§ zwane sa liczbami Bernoulliego ([5],str.92-94). Z wyliczeniem
tych liczb zwigzane bylo rowniez okreslenie wielomianow, ktore J. L. Raabe w 1851 roku
nazwat ,,wielomianami Bernoulliego”. Nalezy zaznaczy¢, ze sam Bernoulli zajmowal si¢
jedynie wielomianami okre$lonymi na zbiorze liczb naturalnych. Dla dowolnej zmiennej
rzeczywiste] wielomiany Bernoulliego jako pierwszy rozwazal L. Euler. Rezultaty swojej
pracy na temat liczb i wielomianéw Jakub Bernoulli zebrat w ksiazce ,,Ars Conjectandi’

opublikowanej posmiertnie w 1713 roku ([6],str. 272).

LICZBY BERNOULLIEGO
Rozpatrzmy funkcje
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e’ -1
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lloraz (1) daje sig¢ przedstawi¢ w postaci szeregu Z c¢,x" na mocy twierdzenia:
0



TWIERDZENIE: ,Jezeli szeregi Zanx"orazz b,x" majq dodatnie promienie zbieznosci
0 0

0 0
[ szereg anx" w punkcie x=0 jest rozny od zera, to istnieje szereg chx" o dodatnim
0 0

promieniu zbieznosci taki, ze w pewnym otoczeniu punktu x=0 zachodzi tozsamos¢:
0 0 0
Yax" =Y bx" | ex
0 0 0

Ze wzgleddw historycznych oznaczymy wspolczynniki ¢, =

Otrzymujemy wowczas:

Skad
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a ponadto wobec definicji iloczynu Couchy’ego dwoch szeregow ([4].str.157) mamy
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Na mocy twierdzenia o identycznosci szeregow ([3],str.184) otrzymujemy, ze B, =1, a takze

nastepujacy uktad rownan

Bn+ Bn—l + +L+ﬂ+i—o dl _123
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Pomn6zmy obie strony powyzszych réwnan przez (n+1)!. Otrzymujemy wowczas:

(n+1)!B s (n+1) B . (n+1) 3 +(n+l)!
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B +1=0, dlan=123,.. (2)

Zauwazmy, ze wspotczynniki przy kolejnych B, maja posta¢ symbolu Newtona. W zwiazku

z tym uktad rownan (2) wyglada nastgpujaco

n+1 n+1 n+1 n+1
( jBn +[ jBnl +...+( sz +( jBl +1=0, dlan=1,2,3... (3)
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Latwo udowodni¢ metoda indukcji zupelnej, ze uktad (3) jest oznaczony dla n=1,2,3...

Przeprowadzajac rachunki otrzymujemy z (3) wartosci kolejnych liczb B,, to znaczy:
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Powyzsze liczby nosza nazwe liczb Bernoulliego.
Mozna nadmieni¢, ze By ma licznik 113-cyfrowy, a mianownikiem jest liczba 2328255930.
Natomiast B, ma mianownik rowny 6, za$ licznik jest 107-cyfrowy.

Jedna z ciekawszych wihasnosci liczb Bernoulliego jest wiasno$¢

B,=0, dlan=3,5,7,9...

Liczby Bernoulliego postuzyty do okre$lenia wielomianow Bernoulliego.

WIELOMIANY BERNOULLIEGO

Definicja: Wielomianami Bernoulliego nazywamy funkcje okreslone dla n=0,1,2,3...

wzorami:

B,(x)= y [njBrx""’ , xeR. 4)

Wielomiany te mozna otrzymac jako wspotczynniki rozwinigcia w szereg wedtug
poteg t nastgpujacej funkcji

flt.x)= ’,emla xe R, teR={0}. (5

Twierdzenie: Funkcja okreslona wzorem (5) jest funkcja tworzaca dla wielomianow

Bernoulliego, tzn.

te” z t"
= z Bn (x); *

t
e — 1 n=0

Twierdzenie to pozostawiamy bez dowodu.



Wykorzystujac otrzymane wczesniej wartosci liczb Bernoulliego oraz wzor (4)
dostajemy od razu posta¢ kilku pierwszych wielomianow Bernoulliego:

B,(x)=1,

okreslonych dlaxe R .

WLASNOSCI WIELOMIANOW BERNOULLIEGO

1. By(0)=B,, dlan=1,2,3...

2. Bu(x)=nB,i(x), dlan=1,23...

3. Bu(1-x)=(-1)"B,(x), dla n=1,2,3...(wtasnos¢ dopetnienia)

m—1

4. B,(mx)=m™' Y B, (x + Sj . dlanm=123...
m

s=0
5. Buy(x+1)-Bu(x)=nx™',  dlan=123..
6. By(0)=B,(1)=0, dlan=123..

7. Bn(x+1)=i(:]3,,(x), dlan=123..
r=0

Z rysu historycznego wiadomo, ze powstanie liczb 1 wielomianow Bernoulliego zwigzane jest

z wyliczeniem sumy
[m2me3my A=Y k" nme N .
k=0
Znajdzmy zwiazek pomigdzy ta suma a liczbami 1 wielomianami Bernoulliego..
W tym celu zauwazmy, ze dla n- tego wielomianu Bernoulliego okreslonego dla xe R,

funkcja pierwotna ma postac:

F(x)= b B, (x), xeRn=0123..
n+l1



Istotnie

F@FVMQW Bral)_(n+1B,(x)_p .

n+l n+l (n+1)

Rozpatrzmy catke IB” (l )dt , gdzie x,y sa dowolne 1 ustalone na czas rozumowania. Catka taka

ma sens, bowiem B,(t) jest funkcja ciagla dla te R, wigc tym bardziej na przedziale <x,y>. W
mys$l podstawowego twierdzenia rachunku catkowego ([2],str.106) oraz postaci funkcji

pierwotnej dla n-tego wielomianu Bernoulliego otrzymujemy

J‘ (l)dl‘ n+l( ) Bn+l(x)

n+l

b

Jezeli w ostatniej catce w miejsce y potozymy x+1 to powyzszy wzor przyjmuje postac

XJtIB dt _ n+l (‘x + 1) - Bn+l (x)

, XeR,n=0,1,23...
n+l1

Stad, a takze na mocy wiasnosci 5, otrzymujemy:
x+1
[B,()ar=x". ()

X

m—1

Rozwazmy nastgpnie sume Z r" ,n,me N oraz potézmy we wzorze (6) w miejsce X
r=0

€ R zmienngre N.
Otrzymujemy wtedy
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Stad otrzymujemy, ze

m—1

Zrn _ TB,, (¢ )t = B,..(m)-B,.(0)

, r,me N.

r=0 n+1

Korzystajac z wlasnosci 1 otrzymuj emy zadany zwiazek

B
rn n+1( ) n+l , r,me N
n+1

M

Przyklad: Wyznacz sume kwadratéw dwudziestu pierwszych liczb naturalnych.

irz _ B3(21)_Bs

r=0 3



. ., . 3 1 .
Z wczesniejszych rozwazan mamy, ze B;(x)=x>- 5 x2+5 x oraz B;=0. W rezultacie

20
D r? =2870.

r=0

Wielomiany Bernoulliego znajduja réwniez zastosowanie we wzorze sumacyjnym
Eulera ([4], str.562) oraz do otrzymania rozwigzania rdéwnania réznicowego rze¢du

pierwszego.
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